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第 1 章 正则语言 

1. 有穷自动机𝐷𝐹𝐴是一个 5 元组(𝑄, 𝛴, 𝛿, 𝑞0, 𝐹)； 

2. 若𝐴是机器𝑀接受的全部字符串集，则称𝐴是机器𝑀的语言，记作𝐿(𝑀) = 𝐴；又称𝑀识别

𝐴或𝑀接受𝐴； 

3. 如果机器不接受任何字符串，那么它识别空语言𝛷； 

4. 如果一个语言被一台有穷自动机识别，则称它是正则语言； 

5. 正则语言类在并、连接、星号运算下封闭（P36）； 

6. 𝑁𝐹𝐴中如果子过程中至少有一个接受，那么整个计算接受； 

7. 非确定型有穷自动机𝑁𝐹𝐴是一个 5 元组(𝑄, 𝛴, 𝛿, 𝑞0, 𝐹)； 

8. 每一台𝑁𝐹𝐴都等价于某一台𝐷𝐹𝐴（P33）； 

9. 一个语言是正则的，当且仅当有一台𝑁𝐹𝐴识别它； 

10. 把空集连接到任何集合上得到空集：1∗𝛷 = 𝛷, 𝛷∗ = {𝜀}； 

11. 一个语言是正则的，当且仅当可以用正则表达式描述它（P40）； 

12. 广义非确定性有穷自动机𝐺𝑁𝐹𝐴是一个 5 元组𝑄, 𝛴, 𝛿, 𝑞𝑠𝑡𝑎𝑟𝑡 , 𝑞𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡； 

13. 泵引理：若𝐴是一个正则语言，则存在一个数𝑝（泵长度）使得，如果𝑠是𝐴中任一长度不

小于𝑝的字符串，那么𝑠可以被分成 3 段，𝑠 = 𝑥𝑦𝑧，满足下述条件： 

1) 对每一个𝑖 ≥ 0，𝑥𝑦𝑖𝑧 ∈ 𝐴； 

2) |𝑦| > 0； 

3) |𝑥𝑦| < 𝑝； 

14. 正则语言类在交、补、反转运算下封闭； 

15. 设𝑥和𝑦是两个字符串，𝐿是一个语言。如果存在字符串𝑧，使得𝑥𝑧和𝑦𝑧中恰好有一个是𝐿

的成员，则称𝑥和𝑦是用𝐿可区分的；否则，对每一个字符串𝑧，𝑥𝑧和𝑦𝑧要么都是、要么都

不是𝐿的成员，则称𝑥和𝑦是用𝐿不可区分的，记作𝑥 ≡𝐿 𝑦； 

16. Myhill-Nerode 定理：设𝐿是一个语言，𝑋是一个字符串集合。如果𝑋中的任意两个不同

字符串都是用𝐿可区分的，则称𝑋是用𝐿两两可区分的；定义𝐿的指数为用𝐿两两可区分的

集合中的元素个数的最大值；𝐿的指数可能是有穷的或无穷的； 

𝐿是正则的当且仅当它有有穷的指数，它的指数是识别它的最小的 DFA 的大小。 

 

第 2 章 上下文无关文法 
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17. 上下文无关文法𝐶𝐹𝐺是一个 4 元组(𝑉, 𝛴, 𝑅, 𝑆)； 

18. 如果字符串𝑤在上下文无关文法𝐺中有两个或两个以上不同的最左派生，则称𝐺歧义地

产生字符串𝑤，如果文法𝐺歧义地产生某个字符串，则称𝐺是歧义的； 

19. 称一个上下文无关文法为乔姆斯基范式，如果它的每一个规则具有如下形式： 

𝐴 → 𝐵𝐶 

𝐴 → 𝑎 

其中，𝑎是任意的终结符，𝐴、𝐵和𝐶是任意的变元，且𝐵和𝐶不能是起始变元。此外，允

许规则𝑆 → 𝜀，其中𝑆是起始变元； 

20. 任一上下文无关语言都可以用一个乔姆斯基范式的上下文无关文法产生（P67）； 

21. 确定型下推自动机与非确定型下推自动机在语言识别能力上不相同； 

22. 非确定型下推自动机等价于上下文无关文法； 

23. 下推自动机𝑃𝐷𝐴是 6 元组(𝑄, 𝛴, 𝛤, 𝛿, 𝑞0, 𝐹)； 

24. 一个语言是上下文无关的，当且仅当存在一台下推自动机识别它（P72）； 

25. 每一个正则语言都是上下文无关的； 

26. 关于上下文无关语言的泵引理：如果𝐴是上下文无关语言，则存在数𝑝（泵长度），使得

𝐴中任何一个长度不小于𝑝的字符串𝑠都能被划分成 5 段𝑠 = 𝑢𝑣𝑥𝑦𝑧且满足下述条件： 

1) 对于每一个𝑖 ≥ 0，𝑢𝑣𝑖𝑥𝑦𝑖𝑧 ∈ 𝐴； 

2) |𝑣𝑦| > 0； 

3) |𝑣𝑥𝑦| ≤ 𝑝； 

27. 𝐷 = {𝑤𝑤|𝑤 ∈ {0, 1}∗}不是𝐶𝐹𝐿； 

28. 确定型下推自动机（P79，略）； 

29. 上下文无关语言类在并、连接、星号运算下封闭，在交、补运算下不封闭； 

 

第 3 章 丘奇-图灵论题 

30. 图灵机进入拒绝和接受状态将立即停机； 

31. 图灵机𝑇𝑀是一个 7 元组(𝑄, 𝛴, 𝛤, 𝛿, 𝑞0, 𝑞𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡, 𝑞𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡)； 

32. 当前状态、当前带子内容和读写头当前位置组合在一起称为图灵机的格局； 

33. 𝑀接受的字符串的集合被称为𝑀的语言，或被𝑀识别的语言，记为𝐿(𝑀)； 

34. 如果一个语言能被某一图灵机识别，则称该语言是图灵可识别的； 
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35. 对所有输入都停机的图灵机被称为判定器；对于可以识别某个语言的判定器，称其判定

该语言； 

36. 如果一个语言能被某一图灵机判定，则称它是图灵可判定的，简称可判定的； 

37. 为证明两个模型是等价的，只要证明它们能相互模拟即可； 

38. 每个多带图灵机等价于某一个单带图灵机（P111）； 

39. 每个非确定型图灵机都等价于某一个确定型图灵机（P112）； 

40. 如果对所有输入所有分支都停机，则称这个非确定型图灵机是一个判定器； 

41. 一个语言是图灵可识别的，当且仅当存在枚举器枚举它（P113）； 

42. 不能在带子的输入区域写的单带图灵机只能识别正则语言； 

43. 每一个无穷图灵可识别语言都有一个无穷可判定子集； 

44. 一个语言是可判定的，当且仅当有枚举器以标准字符串顺序枚举这个语言； 

45. 图灵可识别语言类在并、连接、星号、交、同态运算下封闭； 

46. 可判定语言类在并、连接、星号、补、交运算下封闭； 

 

第 4 章 可判定性 

47. 𝐴𝐷𝐹𝐴是可判定的（直接模拟）； 

48. 𝐴𝑁𝐹𝐴是可判定的（把𝑁𝐹𝐴转换成𝐷𝐹𝐴）； 

49. 𝐴𝑅𝐸𝑋是可判定的（把𝑅转换成𝑁𝐹𝐴）； 

50. 𝐸𝐷𝐹𝐴是可判定的（从起始状态开始标记，检查有无接受状态被标记）； 

51. 𝐸𝑄𝐷𝐹𝐴是可判定的（对称差，(𝐴 ∩ �̅�) ∪ (�̅� ∩ 𝐵) = 𝛷）； 

52. 𝐴𝐶𝐹𝐺是可判定的（转换成乔姆斯基范式，在2𝑛 − 1步内模拟）； 

53. 𝐸𝐶𝐹𝐺是可判定的（从终结符开始标记，检查起始变元是否被标记）； 

54. 𝐸𝑄𝐶𝐹𝐺是不可判定的（利用𝐴𝐿𝐿𝐶𝐹𝐺是不可判定的）； 

55. 每个上下文无关语言都是可判定的（利用𝐴𝐶𝐹𝐺的判定器）； 

56. 𝐴𝑇𝑀是不可判定的（对角化方法，P130），是图灵可识别的（直接模拟）； 

57. 一个语言是可判定的，当且仅当它既是图灵可识别的，也是补图灵可识别的（交替模拟）； 

58. 𝐴𝐿𝐿𝐷𝐹𝐴是可判定的（利用𝐸𝑄𝐷𝐹𝐴的判定器）； 

59. 𝐸𝑇𝑀是补图灵可识别的（在所有字符串上运行𝑀）； 
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第 5 章 可归约性 

60. 𝐻𝐴𝐿𝑇𝑇𝑀是不可判定的（𝐴𝑇𝑀可规约到𝐻𝐴𝐿𝑇𝑇𝑀）； 

61. 𝐸𝑇𝑀是不可判定的（𝐴𝑇𝑀可规约到𝐸𝑇𝑀：对于输入< 𝑀, 𝑤 >，构造机器𝑀1拒绝所有不是

𝑤的输入，在输入𝑤上运行𝑀；在< 𝑀1 >上运行𝐸𝑇𝑀）； 

62. 𝑅𝐸𝐺𝑈𝐿𝐴𝑅𝑇𝑀是不可判定的（同上规约）； 

63. Rice’s theorem：测定语言的任何一个性质是否可由图灵机识别都是不可判定的； 

64. 𝐸𝑄𝑇𝑀是不可判定的（𝐸𝑇𝑀可规约到𝐸𝑄𝑇𝑀）； 

65. 图灵机在输入上的计算历史就是当这个图灵机处理此输入时所经过的格局序列；如果𝑀

在𝑤上不停机，则𝑀在𝑤上既没有接受也没有拒绝计算历史存在； 

66. 线性界限自动机𝐿𝐵𝐴是一种受到限制的图灵机，它不允许其读写头离开包含输入的带子

区域； 

67. 𝐿𝐵𝐴使用一个比输入字母表要大一些的带子字母表，就能使得可用存储增加到常数倍；

即𝐿𝐵𝐴对于长度为𝑛的输入，可用存储量关于𝑛是线性的； 

68. 𝐴𝐷𝐹𝐴、𝐴𝐶𝐹𝐺、𝐸𝐷𝐹𝐴、𝐸𝐶𝐹𝐺的判定器都是𝐿𝐵𝐴；每个𝐶𝐹𝐿都可由一个𝐿𝐵𝐴来判定； 

69. 𝐴𝐿𝐵𝐴是可判定的（利用格局判定是否停机，𝑀的格局数为𝑞𝑛𝑔𝑛个，在𝑀上模拟𝑞𝑛𝑔𝑛步）； 

70. 𝐸𝐿𝐵𝐴是不可判定的（𝐴𝑇𝑀可利用计算历史规约到𝐸𝐿𝐵𝐴，构造𝐿𝐵𝐴识别𝑇𝑀的接受计算历

史，P141）； 

71. 𝐴𝐿𝐿𝐶𝐹𝐺是不可判定的（𝐴𝑇𝑀可利用计算历史规约到𝐴𝐿𝐿𝐶𝐹𝐺，构造𝐶𝐹𝐺派生所有不是𝑇𝑀

的接受计算历史的串，P143）； 

72. 函数𝑓: 𝛴∗ → 𝛴∗是一个可计算函数，如果有某个图灵机𝑀，使得在每个输入𝑤上𝑀停机，

且这时只有𝑓(𝑤)出现在带子上； 

73. 语言𝐴是映射可归约到语言𝐵的，如果存在可计算函数𝑓: 𝛴∗ → 𝛴∗使得对每个𝑤， 

𝑤 ∈ 𝐴 ⇔ 𝑓(𝑤) ∈ 𝐵 

记作𝐴 ≤𝑚 𝐵；称函数𝑓为从𝐴到𝐵的规约； 

74. 如果𝐴 ≤𝑚 𝐵且𝐵是可判定的，则𝐴也是可判定的； 

75. 如果𝐴 ≤𝑚 𝐵且𝐴是不可判定的，则𝐵也是不可判定的； 

76. 不存在从𝐴𝑇𝑀到𝐸𝑇𝑀的映射规约（因为 79，且𝐸𝑇𝑀是补图灵可识别的）； 

77. 如果𝐴 ≤𝑚 𝐵且𝐵图灵可识别的，则𝐴也是图灵可识别的； 

78. 如果𝐴 ≤𝑚 𝐵且𝐴不是图灵可识别的，则𝐵也不是图灵可识别的； 
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79. 𝐴 ≤𝑚 𝐵和�̅� ≤𝑚 �̅�具有相同的含义； 

80. 𝐸𝑄𝑇𝑀既不是图灵可识别的，也不是补图灵可识别的（𝐴𝑇𝑀可规约到𝐸𝑄𝑇𝑀和𝐸𝑄𝑇𝑀
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ）； 

81. 𝐸𝑄𝐶𝐹𝐺是不可判定的（利用𝐴𝐿𝐿𝐶𝐹𝐺是不可判定的），是补图灵可识别的（转换成乔姆斯

基范式，在所有字符串上在2𝑛 − 1步内模拟）； 

82. 如果𝐴 ≤𝑚 𝐵且𝐵是一个正则语言，𝐴不一定也是一个正则语言； 

83. 如果𝐴是图灵可识别的，且𝐴 ≤𝑚 �̅�，则𝐴是可判定的； 

 

第 6 章 可计算性理论的高级专题 

84. 存在可计算函数𝑞: 𝛴∗ → 𝛴∗，对任意串𝑤，𝑞(𝑤)是图灵机𝑃𝑤的描述，𝑃𝑤打印出𝑤，然后停

机（P155）； 

85. 递归定理：设𝑇是计算函数𝑡: 𝛴∗×𝛴∗ → 𝛴∗的一个图灵机，则存在计算函数𝑟: 𝛴∗ → 𝛴∗的一

个图灵机𝑅，使得对每一个𝑤，有（P157）： 

𝑅(𝑤) = 𝑡(< 𝑅 >, 𝑤) 

86. 𝐴𝑇𝑀是不可判定的（递归定理，P158）； 

87. 𝑀𝐼𝑁𝑇𝑀不是图灵可识别的（用枚举器枚举一个比自己的描述更长的机器并模拟它）； 

88. 设𝑡: 𝛴∗ → 𝛴∗是一个可计算函数，则存在一个图灵机𝐹，使得𝑡(< 𝐹 >)描述一个与𝐹等价

的图灵机（递归定理，P159）； 

89. 逻辑理论的可判定性：𝑇ℎ(𝑵, +)是可判定的；𝑇ℎ(𝑵, +,×)是不可判定的（略）； 

90. 语言𝐵的一个谕示是一个能够报告某个串𝑤是否为𝐵的成员的外部装置；一个谕示图灵

机是一种修改过的图灵机，它有询问一个谕示的额外能力；记𝑀𝐵为对语言𝐵有谕示的谕

示图灵机； 

91. 语言𝐴图灵可归约到𝐵，如果𝐴相对于𝐵是可判定的，记作𝐴 ≤𝑇 𝐵； 

92. 如果𝐴 ≤𝑇 𝐵且𝐵是可判定的，则𝐴也是可判定的； 

93. 极小长度的描述、不可压缩的串（P165，略）； 

94. 𝑀𝐼𝑁𝑇𝑀的任何无限子集都不是图灵可识别的（同 87）； 

 

第 7 章 时间复杂性 

95. 令𝑀是一个在所有输入上都停机的确定型图灵机；𝑀的运行时间或者时间复杂度是一个

函数𝑓: 𝑵 → 𝑵，其中𝑵是非负整数集合，𝑓(𝑛)是𝑀的所有长度为𝑛的输入上运行时经过的
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最大步数；若𝑓(𝑛)是𝑀的运行时间，则称𝑀在时间𝑓(𝑛)内运行，𝑀是𝑓(𝑛)时间图灵机；

通常使用𝑛表示输入的长度； 

96. 设𝑓和𝑔是两个函数𝑓, 𝑔: 𝑵 → 𝑹+；称𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛))，若存在正整数𝑐和𝑛0，使得对所有

𝑛 ≥ 𝑛0有 

𝑓(𝑛) ≤ 𝑐𝑔(𝑛) 

当𝑓(𝑛) = 𝑂(𝑔(𝑛))时，称𝑔(𝑛)是𝑓(𝑛)的上界，或更准确地说，𝑔(𝑛)是𝑓(𝑛)的渐进上界，

以强调没有考虑常数因子。 

97. 设𝑓和𝑔是两个函数𝑓, 𝑔: 𝑵 → 𝑹+；如果 

𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑓(𝑛)

𝑔(𝑛)
= 0 

则称𝑓(𝑛) = 𝑜(𝑔(𝑛))；换言之，𝑓(𝑛) = 𝑜(𝑔(𝑛))意味着对于任何实数𝑐 > 0，存在一个数

𝑛0，使得对所有𝑛 ≥ 𝑛0，𝑓(𝑛) < 𝑐𝑔(𝑛)； 

98. 令𝑡: 𝑵 → 𝑹+是一个函数；定义时间复杂性类𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑡(𝑛))为由𝑂(𝑡(𝑛))时间的图灵机判定

的所有语言的集合； 

99. 单带图灵机在𝑜(𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛)时间内判定的语言都是正则语言； 

100. 设𝑡(𝑛)是一个函数，𝑡(𝑛) ≥ 𝑛；则每一个𝑡(𝑛)时间的多带图灵机都和某一个𝑂(𝑡2(𝑛))时

间的单带图灵机等价（单带模拟多带，P178）； 

101. 设𝑁是一个非确定型图灵机，并且是个判定机；𝑁的运行时间是函数𝑓: 𝑵 → 𝑵，其中𝑓(𝑛)

是在任何长度为𝑛的输入上所有计算分支中的最大步数； 

102. 设𝑡(𝑛)是一个函数，𝑡(𝑛) ≥ 𝑛；则每一个𝑡(𝑛)时间的非确定型单带图灵机都与某一个

2𝑂(𝑡(𝑛))时间的确定型单带图灵机等价（搜索计算树模拟，P179）； 

103. 𝑃是确定型单带图灵机在多项式时间内可判定的语言类；换言之， 

𝑃 = ⋃ 𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑛𝑘)

𝑘

 

104. 𝑃𝐴𝑇𝐻 = { < 𝐺, 𝑠, 𝑡 > | 𝐺是具有从𝑠到𝑡的有向路径的有向图 }，𝑃𝐴𝑇𝐻 ∈ 𝑃（BFS）； 

105. 𝑅𝐸𝐿𝑃𝑅𝐼𝑀𝐸 = { < 𝑥, 𝑦 > | 𝑥与𝑦互素 }，𝑅𝐸𝐿𝑃𝑅𝐼𝑀𝐸 ∈ 𝑃（欧几里德算法）； 

106. 每一个上下文无关语言都是𝑃的成员（动态规划，P184）； 

107. 语言𝐴的验证机是一个算法𝑉，这里 

𝐴 = { 𝑤 | 对某个字符串𝑐，𝑉接受 < 𝑤, 𝑐 >} 

因为只根据𝑤的长度来度量验证机的时间，所以多项式时间验证机在𝑤的长度的多项式
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时间内运行；若语言𝐴有一个多项式时间验证机，则称它为多项式可验证的； 

108. 对于多项式验证机，证书具有多项式的长度（𝑤的长度），因为这是该验证机在它的时间

界限内所能访问的全部信息长度； 

109. 𝑁𝑃是具有多项式时间验证机的语言类； 

110. 𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻和𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸𝑆都是𝑁𝑃的成员；𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸𝑆也是𝑃的成员； 

111. 一个语言在𝑁𝑃中，当且仅当它能被某个非确定型多项式时间图灵机判定（P186）； 

112. 𝑁𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑡(𝑛)) = { 𝐿 | 𝐿是一个被𝑂(𝑡(𝑛))时间的非确定型图灵机判定的语言 }； 

113. 𝑁𝑃 = ⋃ 𝑁𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑛𝑘)𝑘 ； 

114. 𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸 = { < 𝐺, 𝑘 >  | 𝐺是包含𝑘团的无向图 }属于𝑁𝑃（证书）； 

115. 𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀 = { < 𝑠, 𝑡 >  | 𝑠 = {𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑘} }，且存在（证书） 

{𝑦1, ⋯ , 𝑦𝑙} ⊆ {𝑥1, ⋯ , 𝑥𝑘}使得∑𝑦𝑖 = 𝑡 

116. 𝑐𝑜𝑁𝑃包括𝑁𝑃中的语言的补语言，还不知道𝑐𝑜𝑁𝑃是否与𝑁𝑃不同； 

117. 𝑁𝑃 ⊆ 𝐸𝑋𝑃𝑇𝐼𝑀𝐸 = ⋃ 𝑇𝐼𝑀𝐸(2𝑛𝑘
)𝑘 ，但不知道𝑁𝑃是否包含在某个更小的确定型时间复杂

性类中； 

118. 𝑆𝐴𝑇 = { < 𝜙 > | 𝜙 是可满足的布尔公式  }；𝑆𝐴𝑇 ∈ 𝑃，当且仅当𝑃 = 𝑁𝑃； 

119. 若存在多项式时间图灵机𝑀，使得在任何输入𝑤上，𝑀停机时𝑓(𝑤)恰好在带子上，则称

函数𝑓: 𝛴∗ → 𝛴∗为多项式时间可计算函数； 

120. 语言𝐴称为多项式时间映射可归约到语言𝐵，或简称为多项式时间可归约到𝐵，记为

𝐴 ≤𝑃 𝐵，若存在多项式时间可计算函数𝑓: 𝛴∗ → 𝛴∗，对于每一个𝑤，有 

𝑤 ∈ 𝐴 ⇔ 𝑓(𝑤) ∈ 𝐵 

函数𝑓称为𝐴到𝐵的多项式时间归约； 

121. 若𝐴 ≤𝑃 𝐵且𝐵 ∈ 𝑃，则𝐴 ∈ 𝑃； 

122. 3𝑆𝐴𝑇多项式时间可归约到𝐶𝐿𝐼𝑄𝑈𝐸（P191）； 

123. 如果语言𝐵满足下面两个条件，就称为𝑁𝑃完全的： 

1) 𝐵属于𝑁𝑃； 

2) 𝑁𝑃中的每个𝐴都多项式时间可归约到𝐵； 

124. 若上述的𝐵是𝑁𝑃完全的，且𝐵 ∈ 𝑃，则𝑃 = 𝑁𝑃； 

125. 若上述的𝐵是𝑁𝑃完全的，且𝐵 ≤𝑃 𝐶，𝐶属于𝑁𝑃，则𝐶是𝑁𝑃完全的； 
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126. 库克-列文定理：𝑆𝐴𝑇是𝑁𝑃完全的（P192，略）； 

127. 𝑆𝐴𝑇 ≤𝑃 3𝑆𝐴𝑇； 

128. 3𝑆𝐴𝑇多项式时间可归约到𝑉𝐸𝑅𝑇𝐸𝑋 − 𝐶𝑂𝑉𝐸𝑅（P196）； 

129. 3𝑆𝐴𝑇多项式时间可归约到𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻（P198）; 

130. 𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻多项式时间可归约到𝑈𝐻𝐴𝑀𝑃𝐴𝑇𝐻（P200）； 

131. 3𝑆𝐴𝑇多项式时间可归约到𝑆𝑈𝐵𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑈𝑀（P201）； 

132. 𝑃在并、连接和补运算下封闭； 

133. 𝑁𝑃在并和连接运算下封闭； 

134. 𝐶𝑂𝑁𝑁𝐸𝐶𝑇 = { < 𝐺 >  | 𝐺是连通的无向图 } ∈ 𝑃； 

135. 𝑇𝑅𝐼𝐴𝑁𝐺𝐿𝐸 = { < 𝐺 >  | 𝐺包含一个三角形 } ∈ 𝑃； 

136. 𝐴𝐿𝐿𝐷𝐹𝐴 ∈ 𝑃； 

137. 𝐸𝑄𝐷𝐹𝐴 ∈ 𝑃；不知道𝐸𝑄𝑁𝐹𝐴是否属于𝑃； 

138. 𝑆𝐸𝑇 − 𝑆𝑃𝐿𝐼𝑇𝑇𝐼𝑁𝐺是𝑁𝑃𝐶的（P204）； 

139. 𝑉𝐸𝑅𝑇𝐸𝑋 − 𝐶𝑂𝑉𝐸𝑅多项式时间可归约到𝐷𝑂𝑀𝐼𝑁𝐴𝑇𝐼𝑁𝐺 − 𝑆𝐸𝑇（P205）； 

140. 𝑃𝑈𝑍𝑍𝐿𝐸是𝑁𝑃𝐶的（P205）； 

 

第 8 章 空间复杂性 

141. 令𝑀是一个在所有输入上都停机的确定型图灵机；𝑀的空间复杂度是一个函数𝑓: 𝑵 → 𝑵，

其中𝑓(𝑛)是𝑀在任何长度为𝑛的输入上扫描带子方格的最大数；若𝑀的空间复杂度是

𝑓(𝑛)，则称𝑀在空间𝑓(𝑛)内运行； 

142. 如果𝑀是对所有输入在所有分支上都停机的非确定型图灵机，则将它的空间复杂度𝑓(𝑛)

定义为𝑀对任何长为𝑛的输入，在任何计算分支上所扫描的带子方格的最大数。 

143. 令𝑓: 𝑵 → 𝑹+是一个函数。空间复杂性类𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸(𝑓(𝑛))和𝑁𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸(𝑓(𝑛))定义如下： 

𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸(𝑓(𝑛)) = { 𝐿 | 𝐿是被𝑂(𝑓(𝑛))空间的确定型图灵机判定的语言 } 

𝑁𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸(𝑓(𝑛)) = { 𝐿 | 𝐿是被𝑂(𝑓(𝑛))空间的非确定型图灵机判定的语言 } 

144. 萨维奇定理：对于任何函数𝑓: 𝑵 → 𝑹+，其中𝑓(𝑛) ≥ 𝑙𝑜𝑔𝑛，（可产生性问题，P209） 

𝑁𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸(𝑓(𝑛)) ⊆ 𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸(𝑓2(𝑛)) 

145. 𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸是在确定型图灵机上、在多项式空间内可判定的语言类；换言之， 
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𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸 = ⋃ 𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸(𝑛𝑘)

𝑘

 

146. 根据萨维奇定理，𝑁𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸 = 𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸； 

147. 一个消耗𝑓(𝑛)空间的图灵机至多有𝑓(𝑛)2𝑂(𝑓(𝑛))个不同的格局； 

𝑃 ⊆ 𝑁𝑃 ⊆ 𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸 = 𝑁𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸 ⊆ 𝐸𝑋𝑃𝑇𝐼𝑀𝐸 = ⋃ 𝑇𝐼𝑀𝐸(2𝑛𝑘
)

𝑘

 

148. 若语言𝐵满足下面两个条件，则称它是𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸完全的： 

1) 𝐵属于𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸； 

2) 𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸中的每一个语言𝐴多项式时间可归约到𝐵； 

若𝐵只满足条件 2，则称它为𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸难的； 

149. 𝑇𝑄𝐵𝐹 = { < 𝜙 > |𝜙是真的全量词化的布尔公式 } 是𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸完全的（P212）； 

150. 设𝐴是一个由图灵机𝑀在𝑛𝑘空间内判定的语言，将𝐴多项式规约到𝑇𝑄𝐵𝐹的公式长度为

𝑛2𝑘； 

151. 𝐹𝑂𝑅𝑀𝑈𝐿𝐴 − 𝐺𝐴𝑀𝐸 = { < 𝜙 > | 在与𝜙相关联的公式博弈中选手𝐸有必胜策略 }  是

𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸完全的（P215）； 

152. 𝐺𝐺 = { < 𝐺, 𝑏 >  | 在图𝐺上以结点𝑏起始的广义地理学游戏中，选手Ⅰ有必胜策略 }  是

𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸完全的，𝐹𝑂𝑅𝑀𝑈𝐿𝐴 − 𝐺𝐴𝑀𝐸多项式时间可规约到𝐺𝐺（P217）； 

153. 𝐿是确定型图灵机在对数空间内可判定的语言类；换言之， 

𝐿 = 𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸(𝑙𝑜𝑔𝑛) 

𝑁𝐿是非确定型图灵机在对数空间内可判定的语言类；换言之， 

𝑁𝐿 = 𝑁𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸(𝑙𝑜𝑔𝑛) 

154. 𝑃𝐴𝑇𝐻 ∈ 𝑁𝐿（工作带上只记录每一步当前结点的位置，P219）； 

155. 若𝑀是一个有单独的只读输入带的机器，𝑤是输入，则𝑀在𝑤上的格局包含状态、工作

带和两个读写头位置；输入𝑤不作为𝑀在𝑤上的格局的一部分； 

156. 对数空间转换器是有一条只读输入带、一条只写输出带和一条读/写工作带的图灵机；

输出带的头部不能向左移动，因此它不能读已写内容；工作带可以包含𝑂(𝑙𝑜𝑔(𝑛))个符

号；对数空间转换器𝑀计算一个函数𝑓: 𝛴∗ → 𝛴∗，其中𝑓(𝑤)是把𝑤放在𝑀的输入带上启动

𝑀运行到𝑀停机时输出带上存放的字符串，称𝑓为对数空间可计算函数；如果语言𝐴通过

对数空间可计算函数𝑓映射可归约到语言𝐵，则称𝐴对数空间可归约到𝐵，记为𝐴 ≤𝐿 𝐵； 
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157. 语言𝐵是𝑁𝐿完全的，如果 

1) 𝐵 ∈ 𝑁𝐿； 

2) 𝑁𝐿中的每个𝐴对数空间可归约到𝐵； 

158. 𝐴 ≤𝐿 𝐵且𝐵 ∈ 𝐿，则𝐴 ∈ 𝐿（P221）； 

159. 𝑃𝐴𝑇𝐻是𝑁𝐿完全的（构造格局图𝐺，P221）； 

160. 𝑁𝐿 ⊆ 𝑃（消耗空间𝑓(𝑛)的图灵机在时间𝑛2𝑂(𝑓(𝑛))内运行，P222）； 

161. 𝑁𝐿 = 𝑐𝑜𝑁𝐿（𝑃𝐴𝑇𝐻̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ∈ 𝑁𝐿，P222）； 

162. 𝐿 ⊆ 𝑁𝐿 = 𝑐𝑜𝑁𝐿 ⊆ 𝑃 ⊆ 𝑁𝑃 ⊆ 𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸； 

163. 𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸在并、补和星号运算下封闭； 

164. 𝐴𝐷𝐹𝐴 ∈ 𝐿； 

165. 𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸难的语言也是𝑁𝑃难的； 

166. 𝑁𝐿在并、连接和星号运算下封闭； 

167. 𝐵𝐼𝑃𝐴𝑅𝑇𝐼𝑇𝐸 = { < 𝐺 >  | 𝐺是二部图 } ∈ 𝑁𝐿； 

168. 𝑆𝑇𝑅𝑂𝑁𝐺𝐿𝑌 − 𝐶𝑂𝑁𝑁𝐸𝐶𝑇𝐸𝐷 = { < 𝐺 >  | 𝐺是强连通图 } 是𝑁𝐿完全的； 

169. 𝐵𝑂𝑇𝐻𝑁𝐹𝐴 = { < 𝑀1, 𝑀2 > | 𝑀1和𝑀2是𝑁𝐹𝐴，𝐿(𝑀1) ∩ 𝐿(𝑀2) ≠ Φ } 是𝑁𝐿完全的； 

170. 𝐴𝑁𝐹𝐴是𝑁𝐿完全的； 

171. 𝐸𝐷𝐹𝐴是𝑁𝐿完全的； 

172. 2𝑆𝐴𝑇是𝑁𝐿完全的； 

173. 𝐶𝑌𝐶𝐿𝐸 = { < 𝐺 > | 𝐺是包含一个有向回路的有向图 } 是𝑁𝐿完全的； 

174. 𝐸𝑄𝑅𝐸𝑋 = { < 𝑅, 𝑆 >  | 𝑅和𝑆是等价的正则表达式 } ∈ 𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸； 

175. 𝐴𝐿𝐵𝐴是𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸完全的； 

 

第 9 章 难解性 

176. 对于函数𝑓: 𝑵 → 𝑵，其中𝑓(𝑛)至少为𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑛)，如果函数𝑓把1𝑛映射为𝑓(𝑛)的二进制表示，

并且该函数在空间𝑂(𝑓(𝑛))内是可计算的，则称该函数为空间可构造的； 

177. 空间层次定理：对于任何空间可构造函数𝑓: 𝑵 → 𝑵，存在语言𝐴，在空间𝑂(𝑓(𝑛))内可判

定，但不能在空间𝑜(𝑓(𝑛))内判定（对角线方法，P229）； 
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178. 对于任意两个函数𝑓1, 𝑓2: 𝑵 → 𝑵，其中𝑓1(𝑛)等于𝑜(𝑓2(𝑛))，𝑓2 是空间可构造的，有

𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸(𝑓1(𝑛)) ⊂ 𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸(𝑓2(𝑛))； 

179. 对于任意两个实数0 ≤ 𝜀1 < 𝜀2，有 

𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸(𝑛𝜀1) ⊂ 𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸(𝑛𝜀2) 

180. 𝑁𝐿 ⊂ 𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸 ⊂ 𝐸𝑋𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸； 

181. 对于函数𝑡: 𝑵 → 𝑵，其中𝑡(𝑛)至少为𝑂(𝑛𝑙𝑜𝑔𝑛)，如果函数𝑡把1𝑛映射为𝑡(𝑛)的二进制表示，

并且该函数在空间𝑂(𝑡(𝑛))内是可计算的，则称该函数为时间可构造的； 

182. 时间层次定理：对于任何时间可构造函数 t: 𝑵 → 𝑵，存在语言𝐴，在时间𝑂(𝑡(𝑛))内可判

定，但在时间𝑜(𝑡(𝑛)/𝑙𝑜𝑔𝑡(𝑛))内不可判定（对角线方法，P231）； 

183. 对于任意两个函数𝑡1, 𝑡2: 𝑵 → 𝑵，其中𝑡1(𝑛)等于𝑜(𝑡2(𝑛)/𝑙𝑜𝑔𝑡2(𝑛))，而且𝑡2是空间可构

造的，有𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑓1(𝑛)) ⊂ 𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑓2(𝑛)); 

184. 对于任意两个实数1 ≤ 𝜀1 < 𝜀2，有 

𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑛𝜀1) ⊂ 𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑛𝜀2) 

185. 𝑃 ⊂ 𝐸𝑋𝑃𝑇𝐼𝑀𝐸； 

186. 语言𝐵是𝐸𝑋𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸完全的，如果 

1) 𝐵 ∈ 𝐸𝑋𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸； 

2) 𝐸𝑋𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸中的每个𝐴都多项式时间可归约到𝐵； 

187. 𝐸𝑄𝑅𝐸𝑋↑ = { < 𝑄, 𝑅 >  | 𝑄和𝑅是等价的带指数运算的正则表达式 } 是𝐸𝑋𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸完全的

（把输入𝑤映射为一对表达式𝑅1和𝑅2，𝑅1产生所有字符串，𝑅2产生不代表𝑀在𝑤上的拒

绝计算历史的所有字符串，它们等价当且仅当𝑀接受𝑤，P234）； 

188. 𝑃𝐴是采用谕示𝐴的多项式时间谕示图灵机可判定的语言类；𝑁𝑃𝐴是采用谕示𝐴的多项式

时间非确定型谕示图灵机可判定的语言类； 

189. 𝑁𝑃 ⊆ 𝑃𝑆𝐴𝑇，𝑐𝑜𝑁𝑃 ⊆ 𝑃𝑆𝐴𝑇（𝑃𝑆𝐴𝑇是一个确定型复杂性类，在补运算下封闭）； 

190. 不太可能用对角化方法解决𝑃与𝑁𝑃的问题： 

存在谕示𝐴使得𝑃𝐴 ≠ 𝑁𝑃𝐴（P238）； 

存在谕示𝐵使得𝑃𝐵 = 𝑁𝑃𝐵（𝑁𝑃𝑇𝑄𝐵𝐹 ⊆ 𝑁𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸 ⊆ 𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸 ⊆ 𝑃𝑇𝑄𝐵𝐹）； 

191. 一个电路族𝐶是电路的一个无穷列表(𝐶0, 𝐶1, 𝐶2, ⋯ )，其中𝐶𝑛有𝑛个输入变量，称𝐶在{0,1}

上判定语言𝐴，如果对于每个字符串𝑤(𝑤 ∈ 𝐴)当且仅当𝐶𝑛(𝑤) = 1，其中𝑛是𝑤的长度； 

192. 电路的规模是它所包含的门的数目；一个电路族(𝐶0, 𝐶1, 𝐶2, ⋯ )的规模复杂度是一个函数
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𝑓: 𝑵 → 𝑵，其中𝑓(𝑛)是𝐶𝑛的规模； 

193. 电路的深度是从输入变量到输出门的最长路径的长度；一个电路族(𝐶0, 𝐶1, 𝐶2, ⋯ )的深度

复杂度是一个函数𝑓: 𝑵 → 𝑵，其中𝑓(𝑛)是𝐶𝑛的深度； 

194. 语言的电路复杂度是该语言的极小电路族的规模复杂度，语言的电路深度复杂度是该语

言的深度极小电路族的深度复杂度； 

195. 设𝑡: 𝑵 → 𝑵是一个函数，𝑡(𝑛) ≥ 𝑛；若𝐴 ∈ 𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑡(𝑛))，则𝐴的电路复杂度为𝑂(𝑡2(𝑛))（按

画面构造电路，P240）； 

196. 电路可满足性问题𝐶𝐼𝑅𝐶𝑈𝐼𝑇 − 𝑆𝐴𝑇是𝑁𝑃完全的（模拟验证机𝑉）； 

197. 𝐶𝐼𝑅𝐶𝑈𝐼𝑇 − 𝑆𝐴𝑇可多项式时间规约到3𝑆𝐴𝑇（用3𝑆𝐴𝑇模拟电路，P243）； 

198. 若𝑁𝑃 = 𝑃𝑆𝐴𝑇，则𝑁𝑃 = 𝑐𝑜𝑁𝑃； 

 

第 10 章 复杂性理论高级专题 

199. 𝑀𝐼𝑁 − 𝑉𝐸𝑅𝑇𝐸𝑋 − 𝐶𝑂𝑉𝐸𝑅和𝑀𝐴𝑋 − 𝐶𝑈𝑇的近似算法（P247）； 

200. 概率图灵机𝑃𝑇𝑀 𝑀是一种非确定性图灵机，它的每一非确定性步称作掷硬币步，并且有

两个合法的下步动作；按照下述方式把概率赋给𝑀对输入𝑤的每一个计算分支𝑏；定义

分支𝑏的概率为 

𝑃𝑟[𝑏] = 2−𝑘 

其中，𝑘是在分支𝑏中出现的掷硬币步的步数，定义𝑀接受𝑤的概率为 

𝑃𝑟[𝑀接受𝑤] = ∑ 𝑃𝑟 [𝑏]

𝑏是接受分支

 

201. 对于某个正数𝜀(0 ≤ 𝜀 < 1/2)，如果 

1) 𝑤 ∈ 𝐴蕴含𝑃𝑟[𝑀接受𝑤] ≥ 1 − 𝜀； 

2) 𝑤 ∉ 𝐴蕴含𝑃𝑟[𝑀拒绝𝑤] ≥ 1 − 𝜀； 

则称 M 以错误概率𝜀判定语言𝐴； 

202. 𝐵𝑃𝑃是多项式时间的概率图灵机以错误概率1/3判定的语言类； 

203. 加强引理：设𝜀是一给定的常数，且0 ≤ 𝜀 < 1/2；又设𝑀1是一台错误概率为𝜀的多项式

时间概率图灵机，则对于任意给定的多项式𝑝(𝑛)，存在与𝑀1等价的错误概率为2−𝑝(𝑛)的

多项式时间概率图灵机𝑀2（运行𝑘次，P250）； 

204. 素数性（P250，略）； 
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205. 𝑃𝑅𝐼𝑀𝐸𝑆 ∈ 𝐵𝑃𝑃； 

206. 𝑅𝑃是多项式时间概率图灵机识别的语言类，在这里，在语言中的输入以不小于1/2的概

率被接受，不在语言中的输入以概率1被拒绝； 

207. 𝐶𝑂𝑀𝑃𝑂𝑆𝐼𝑇𝐸𝑆 ∈ 𝑅𝑃； 

208. 分支程序𝐵𝑃是一个有向无环图；分支程序与𝐿类的关系类似于布尔电路与𝑃类的关系； 

209. 𝐸𝑄𝐵𝑃是𝑐𝑜𝑁𝑃完全的； 

210. 只读一次的分支程序𝑅𝑂𝐵𝑃是这样的一种分支程序，从它的起始顶点到输出顶点的每一

条有向路径上，每一个变量至多能被查询一次； 

211. 𝐸𝑄𝑅𝑂𝐵𝑃 ∈ 𝐵𝑃𝑃（化为多项式赋值，P255）； 

212. 交错式图灵机𝐴𝑇𝑀是一种具有特殊功能的非确定型图灵机；除𝑞𝑎𝑐𝑐𝑒𝑝𝑡和𝑞𝑟𝑒𝑗𝑒𝑐𝑡外，它的

状态分为全称状态和存在状态；当对输入串运行交错式图灵机时，根据对应的格局是包

含全称状态还是包含存在状态，用∧或∨标记它的非确定型计算树的每一个顶点；如果一

个顶点标记∧且它的儿子都接受，或者标记∨且它的儿子中有一个接受，则指定这个顶点

接受；如果起始顶点被指定为接受，则接受输入； 

213. 交错式图灵机的时间复杂性和空间复杂性是每个计算分支所用的时间和空间的最大值，

交错式时间复杂性类和空间复杂性类的定义如下： 

𝐴𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑡(𝑛)) = { 𝐿 | 𝐿是被一台𝑂(𝑡(𝑛))时间的交错式图灵机判定的语言 } 

𝐴𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸(𝑡(𝑛)) = { 𝐿 | 𝐿是被一台𝑂(𝑡(𝑛))空间的交错式图灵机判定的语言 } 

214. 𝐴𝑃、𝐴𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸和𝐴𝐿分别是多项式时间、多项式空间和对数空间的交错式图灵机判定的

语言类； 

215. 𝑇𝐴𝑈𝑇 = { < 𝜙 > | 𝜙是一个永真式 } ∈ 𝐴𝑃； 

216. 𝑁𝑃 ∈ 𝐴𝑃，𝑐𝑜𝑁𝑃 ∈ 𝐴𝑃； 

217. 对于𝑓(𝑛) ≥ 𝑛，有（深度优先搜索、可产生性递归，P259） 

𝐴𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑓(𝑛)) ⊆ 𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸(𝑓(𝑛)) ⊆ 𝐴𝑇𝐼𝑀𝐸(𝑓2(𝑛)) 

对于𝑓(𝑛) ≥ 𝑙𝑜𝑔𝑛，有（P259） 

𝐴𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸(𝑓(𝑛)) = 𝑇𝐼𝑀𝐸(2𝑂(𝑓(𝑛))) 

218. 多项式时间层次（P260，略）； 

219. 交互式证明系统（P261，略）； 
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220. 𝐼𝑃 = 𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸（P263，略）； 

221. 布尔电路的处理器复杂度定义为它的规模，布尔电路的并行时间复杂度定义为它的深度； 

222. 设(𝐶0, 𝐶1, 𝐶2, ⋯ )是一族电路，如果存在对数空间转换器𝑇，当𝑇的输入为1𝑛时，𝑇输出<

𝐶𝑛 >，则称该电路族是一致的； 

223. 如果存在规模复杂度为𝑓(𝑛)和深度复杂度为𝑔(𝑛)的一致电路族识别某个语言，则称这

个语言的规模-深度联合电路复杂度不超过(𝑓(𝑛), 𝑔(𝑛))； 

224. 对于𝑖 ≥ 1，令𝑁𝐶𝑖是能够用多项式规模和𝑂(𝑙𝑜𝑔𝑖𝑛)深度的一致电路族识别的语言类；𝑁𝐶

是所有在某个𝑁𝐶𝑖中的语言组成的语言类；用这种电路族计算的函数分别叫做𝑁𝐶𝑖可计

算的和𝑁𝐶可计算的； 

225. 𝑁𝐶1 ⊆ 𝐿（从输出门开始深度优先搜索电路的值，P272）； 

226. 𝑁𝐿 ⊆ 𝑁𝐶2（计算𝑁𝐿机格局图的传递闭包，P272）； 

227. 𝑁𝐶 ⊆ 𝑃（直接模拟）； 

228. 语言𝐵是𝑃完全的，如果 

1) 𝐵 ∈ 𝑃； 

2) 𝑃中每一个𝐴对数空间可归约到𝐵； 

229. 如果𝐴 ≤𝐿 𝐵且𝐵在𝑁𝐶中，则𝐴在𝑁𝐶中； 

230. 𝐶𝐼𝑅𝐶𝑈𝐼𝑇 − 𝑉𝐴𝐿𝑈𝐸是𝑃完全的； 

231. 密码学（P273，略）； 

232. 𝐵𝑃𝑃 ⊆ 𝑃𝑆𝑃𝐴𝐶𝐸； 

233. 𝐵𝑃𝐿 ⊆ 𝑃； 

234. 𝑍𝑃𝑃 −机器𝑀是一台概率图灵机，它的每个分支有三种输出：接受、拒绝和？；如果𝑀

对每个输入串𝑤都输出正确答案的概率大于等于2/3而且𝑀从不回答错误，则𝑀判定语

言𝐴；对每个输入，𝑀输出？的概率至多为1/3；更进一步，对输入𝑤，𝑀所有分支上的

平均运行时间一定限定在输入串𝑤长度的多项式时间；令𝑍𝑃𝑃是𝑍𝑃𝑃 −机器识别语言的

集合； 

235. 𝑍𝑃𝑃 = 𝑅𝑃 ∩ 𝑐𝑜𝑅𝑃； 

 


